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 ÏÐÈÌÅÐ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÏËÎÑÊÎÉ ÐÀÌÛ  
     ÌÅÒÎÄÎÌ ÑÈË 

Äëÿ çàäàííîé ðàñ÷åòíîé ñõåìû ðàìû (ðè-
ñóíîê 1) òðåáóåòñÿ: ïîñòðîèòü ýïþðû èçãè-
áàþùèõ ìîìåíòîâ, ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüíûõ 
ñèë, âûïîëíèòü íåîáõîäèìûå ïðîâåðêè.  

Èñõîäíûå äàííûå: íàãðóçêè F = 16 êÍ, 
q = 22 êÍ/ì; äëèíû ñòåðæíåé  l = 5 ì, h = 
= 4 ì, êîýôôèöèåíò k = 0,7; EJ = 107 Í · ì2.  

Ñòåïåíü ñòàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè. 
Ïðàâóþ øàðíèðíî-íåïîäâèæíóþ îïîðó ðàìû 
èçîáðàçèì â âèäå øàðíèðà (ðèñóíîê 2). Âû-
÷èñëèì ñòåïåíü ñòàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìîñòè:

s = 3Ê – Ø = 3 · 1 – 1 = 2. 

Çäåñü Ê = 1 – ÷èñëî çàìêíóòûõ êîíòóðîâ, 
Ø = 1 – êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ øàðíèðîâ. Òàê 
êàê s = 2, òî ñèñòåìà äâà ðàçà ñòàòè÷åñêè íå-
îïðåäåëèìà. 
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Ðèñóíîê 3 

Âûáîð îñíîâíîé ñèñòåìû. Îñíîâ-
íàÿ ñèñòåìà ìåòîäà ñèë – ýòî ñòàòè÷å-
ñêè îïðåäåëèìàÿ ñèñòåìà, ïîëó÷åííàÿ 
èç çàäàííîé ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ ëèø-
íèõ ñâÿçåé.  

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îñíîâíàÿ è çàäàí-
íàÿ ñèñòåìû áûëè ýêâèâàëåíòíûìè, ê 
îñíîâíîé ñèñòåìå, êðîìå âíåøíåé íà-
ãðóçêè, ïðèêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíûå 
óñèëèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðåàê-
öèè îòáðîøåííûõ ñâÿçåé. 

Ïðèâåäåì òðè âàðèàíòà îñíîâíîé 
ñèñòåìû (ðèñóíîê 3). Ïîÿñíèì êàæäûé 
èç íèõ.  

Âàðèàíò 1 ïðåäïîëàãàåò îòáðàñûâà-
íèå øàðíèðíî-íåïîäâèæíîé îïîðû. 
Ïîëó÷àåì ëîìàíûé áðóñ, çàäåëàííûé 
ëåâûì êîíöîì, ê êîòîðîìó äîïîëíè-
òåëüíî  ïðèëîæåíû  äâå  íåèçâåñòíûå 
ñîñðåäîòî÷åííûå  ñèëû X1, X2.  

Â âàðèàíòå 2 æåñòêóþ çàäåëêó çà-
ìåíÿåì øàðíèðîì, à øàðíèðíî-
íåïîäâèæíóþ îïîðó – øàðíèðíî-
ïîäâèæíîé. Ïðè ýòîì ê ñèñòåìå ïðè-
êëàäûâàåì íåèçâåñòíûå ñèëó X1 è ìî-
ìåíò X2.  

Âàðèàíò 3 ïîëó÷àåì, çàìåíÿÿ çà-
äåëêó øàðíèðíî-íåïîäâèæíîé îïîðîé è 
ââîäÿ ïðîñòîé øàðíèð â óçåë ðàìû. Â 
êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ ïðèêëàäûâàåì 
ñîñðåäîòî÷åííûé ìîìåíò X1, à òàêæå  
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äâà ðàâíûõ è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ ìîìåíòà X2. (Óñèëèå X2 èìå-
åò ñìûñë âíóòðåííåãî èçãèáàþùåãî ìîìåíòà, ò. å. ïðè ñîñòàâëåíèè óðàâíå-
íèé ðàâíîâåñèÿ âñåé ñèñòåìû åãî ñóììàðíûé ìîìåíò áóäåò ðàâåí íóëþ). 

Äëÿ ðàñ÷åòà âûáèðàåì òðåòèé âàðèàíò îñíîâíîé ñèñòåìû, òàê êàê ýïþðû 
èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ äëÿ íåãî ïîëó÷àòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè èõ ïåðåìíîæåíèè êîëè÷åñòâî ïîäñ÷åòîâ áóäåò íàèìåíüøèì. 

Ïðîâîäèì êèíåìàòè÷åñêèé àíàëèç ïðèíÿòîé îñíîâíîé ñèñòåìû. ×èñëî 
ñòåïåíåé ñâîáîäû îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå: 

W = Ø – 3Ê = 3 – 3 · 1 = 0, 

ãäå Ø = 3 – êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ øàðíèðîâ;  
     Ê = 1 – ÷èñëî çàìêíóòûõ êîíòóðîâ.  
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Ðèñóíîê 4 

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ãåîìåòðè÷åñêîé íåèçìåíÿåìî-
ñòè (W ≤ 0) âûïîëíÿåòñÿ. Àíàëèçèðóåì ãåîìåòðè÷å-
ñêóþ ñòðóêòóðó êîíñòðóêöèè. Äèñêè I, II è çåìëÿ 
ñîåäèíåíû òðåìÿ øàðíèðàìè, íå ëåæàùèìè íà îä-
íîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàííàÿ îñíîâíàÿ 
ñèñòåìà ìåòîäà ñèë ãåîìåòðè÷åñêè íåèçìåíÿåìà è, 
òàê êàê W = 0, ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìà. 

Ñèñòåìà êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ðàìà äâà ðàçà ñòàòè÷åñêè íåîï-
ðåäåëèìà, ñëåäîâàòåëüíî, êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñ-
òåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè: 
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Çäåñü  X1, X2 – íåèçâåñòíûå óñèëèÿ (äëÿ âûáðàííîé îñíîâíîé ñèñòåìû – 
èçãèáàþùèå ìîìåíòû);  δkm – ïåðåìåùåíèå ïî íàïðàâëåíèþ óñèëèÿ Xk îò 
äåéñòâèÿ åäèíè÷íîãî óñèëèÿ, ïðèëîæåííîãî ïî íàïðàâëåíèþ Xm

1);  
Δkp k – ïåðåìåùåíèå ïî íàïðàâëåíèþ óñèëèÿ X  îò äåéñòâèÿ âíåøíåé íàãðóç-
êè (k, m = 1, 2). 

Åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ δ11, δ22 íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè, îíè âñåãäà ïî-
ëîæèòåëüíû; δ12, δ21 – ïîáî÷íûå åäèíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ 
òåîðåìîé Ìàêñâåëëà δ12 = δ21.  

Ïîñòðîåíèå åäèíè÷íûõ è ãðóçîâîé ýïþð èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ.  
Ýïþ ðà  1M . Ê îñíîâíîé ñèñòåìå ïðèêëàäûâàåì òîëüêî 11 =X  (åäèíè÷-

íîå óñèëèå ïî íàïðàâëåíèþ X1) (ðèñóíîê 5, à). Â îïîðíûõ øàðíèðàõ À è Â 
âîçíèêàþò ÷åòûðå ñîñòàâëÿþùèå îïîðíûõ ðåàêöèé: HA, VA, HB, VB.  Íåò 
íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü èõ âñå. Îïðåäåëèì òîëüêî òå, êîòîðûå íóæíû 
äëÿ ðàñ÷åòà îðäèíàò ýïþðû 1M . 

Ìûñëåííî ðàññå÷åì ðàìó ïî øàðíèðó Ñ. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ 
ìîìåíòîâ ëåâîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè Ñ, èç êîòîðîãî íàéäåì HA: 

=∑ ëåâ
CM 01 =− hHX A ;   hhXHA 11 == . 

Èç óðàâíåíèÿ ïðîåêöèé âñåõ ñèë íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü îïðåäåëèì HB: 

=∑Z 0=− AB HH ;   hHH AB 1== . 

                                                           
1) Èíûìè ñëîâàìè δkm – ïåðåìåùåíèå ïî íàïðàâëåíèþ óñèëèÿ Xk, âûçâàííîå 

óñèëèåì Xm = 1. 
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Âû÷èñëèì îðäèíàòû ýïþðû 1M  â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ. Ïðè ýòîì ïîä-
ñ÷èòàåì òîëüêî àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ è óêàæåì, êàêèå âîëîêíà 
îíè ðàñòÿãèâàþò. 

0)(
1

)(
1

)(
1 === KÂÑ MMM ; 11

)(
1 == XM À  (ðàñòÿíóòû âíåøíèå âîëîêíà);  

11)(
1

)(
1 ==== hhhHMM B

DE )/(  (ðàñòÿíóòû âíóòðåííèå âîëîêíà). 
Ïî ïîëó÷åííûì îðäèíàòàì ñòðîèì ýïþðó 1M  (ñì. ðèñóíîê 5, à). Ñëåäóåò 
çàìåòèòü, ÷òî ýïþðà áåçðàçìåðíàÿ, òàê êàê îíà ïîñòðîåíà îò âîçäåéñòâèÿ 
åäèíè÷íîãî èçãèáàþùåãî ìîìåíòà 11 =X . 

Ýïþ ðà  2M . Ê îñíîâíîé ñèñòåìå ïðèêëàäûâàåì òîëüêî ìîìåíò 12 =X  
(ðèñóíîê 5, á). Îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå ñîñòàâëÿþùèå îïîðíûõ ðåàêöèé. 
Ìûñëåííî ðàññå÷åì ðàìó ïî øàðíèðó Ñ. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ 
ìîìåíòîâ ëåâîé ÷àñòè îòíîñèòåëüíî òî÷êè Ñ, èç êîòîðîãî íàéäåì HA: 

=∑ ëåâ
CM 02 =− XhHA ;   hhXHA 12 == . 

Èç óðàâíåíèÿ ïðîåêöèé âñåõ ñèë íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü îïðåäåëèì HB: 

=∑Z 0=− AB HH ;   hHH AB 1== . 

Âû÷èñëèì îðäèíàòû ýïþðû 2M  â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ.  
0)(

2
)(

2
)(

2 === KÂA MMM ; 12
)(

2 == XM Ñ  (ðàñòÿíóòû âíåøíèå âîëîêíà);  

11)(
2

)(
2 ==== hhhHMM B

DE )/(  (ðàñòÿíóòû âíåøíèå âîëîêíà). 
Ïî ïîëó÷åííûì îðäèíàòàì ñòðîèì ýïþðó 2M  (ñì. ðèñóíîê 5, á). Îíà òàêæå 
áåçðàçìåðíàÿ.  

Ýïþ ðà  Ìð. Ê îñíîâíîé ñèñòåìå ïðèêëàäûâàåì òîëüêî çàäàííóþ âíåø-
íþþ íàãðóçêó (ðèñóíîê 5, â). Îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå ñîñòàâëÿþùèå îïîð-
íûõ ðåàêöèé. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ ëåâîé ÷àñòè îòíî-
ñèòåëüíî òî÷êè Ñ, èç êîòîðîãî íàéäåì HA: 

=∑ ëåâ
CM 022 =− hHqh A/ ;   2qhHA = . 

Èç óðàâíåíèÿ ïðîåêöèé âñåõ ñèë íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü îïðåäåëèì HB: 

=∑Z 0=−− AB HHqh ;   22 /qhqhqhHqhH AB =−=−= . 

Âû÷èñëèì îðäèíàòû ýïþðû Ìð â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ.  

0(B)
2

)(
2

)(
2 === MMM ÑA ;   ìêÍ2045164)(

2 ⋅=⋅== //FlM K ;  

ìêÍ17624222 22)(
2 ⋅=⋅=== //qhhHM B
E ;  

ìêÍ19645162422424 22)(
2 ⋅=⋅+⋅=+=+= ///// FlqhFlhHM B
E . 

Îïðåäåëèì çíà÷åíèå ìîìåíòà â òî÷êå L (ïîñåðåäèíå ó÷àñòêà ÀÑ): 

ìêÍ448422882 222)(
2 ⋅=⋅==−= //// qhqhhHM A
L .  

Ïîëó÷åííûå îðäèíàòû îòëîæèì íà ýïþðå Ìð ñî ñòîðîíû ðàñòÿíóòûõ âîëî-
êîí (ñì. ðèñóíîê 5, â). 
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Ðèñóíîê 5 

Âû÷èñëåíèå åäèíè÷íûõ è ãðóçîâûõ ïåðåìåùåíèé. Äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ïåðåìåùåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ êîýôôèöèåíòàìè êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé, 
ïðèìåíèì ìåòîä Ìîðà. Ïðè ýòîì âëèÿíèåì ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ñèë 
ïðåíåáðåãàåì è ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ îáóñëîâëåíû òîëüêî äåéñòâèåì 
èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû: 

∑∫=δ
l

mk
km dz

EJ
MM

;  ∑∫=Δ
l

pk
kp dz

EJ

MM
   (k, m = 1, 2). 

Âñå ñòåðæíè ðàìû ïðÿìîëèíåéíû, èõ æåñòêîñòü ïîñòîÿííà. Äëÿ ïåðå-
ìíîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýïþð âîñïîëüçóåìñÿ ñïîñîáîì Ñèìïñîíà.  
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè îðäèíàòû ýïþð ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò 
îñè, òî èõ ïðîèçâåäåíèå îòðèöàòåëüíî. 

Ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé. Ñòðîèì ñóì-
ìàðíóþ åäèíè÷íóþ ýïþðó SM , ñêëàäûâàÿ îðäèíàòû ýïþð 1M  è 2M  (ðèñó-
íîê 6): SM  = 1M  + 2M .  Íàõîäèì óñëîâíîå ñóììàðíîå åäèíè÷íîå ïåðåìå-
ùåíèå δss, óìíîæàÿ SM  ñàìó íà ñåáÿ: 
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=⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅==δ ∑∫
 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, δss äîëæíî ðàâíÿòüñÿ ñóììå 
âñåõ åäèíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé 

.,,,,
EJEJEJEJ

ss

380978095845243
2

47625
22211211

=+⋅−=

=δ+δ+δ+δ=δ
 

Ðåçóëüòàòû ñîâïàëè, çíà÷èò, åäèíè÷íûå ïåðå-
ìåùåíèÿ âû÷èñëåíû âåðíî. 

1

Ì
1

s

1

 
Ðèñóíîê 6 

Íàéäåì óñëîâíîå ñóììàðíîå ãðóçîâîå ïåðåìåùåíèå Δsp, óìíîæèâ ýïþðó 
SM  íà Mp (ñì. ðèñóíîê 5, â), à òàêæå ïðîñóììèðîâàâ ãðóçîâûå ïåðåìåùå-

íèÿ Δ1p è Δ2p: 

;,

,

EJ

EJEJkEJ
h

EJ
ldz

EJ

MM

l

ps
sp

2854

706
1764

6
19654414

6
1961

6

−=

=
⋅
⋅−⋅=⋅⋅⋅−⋅⋅==Δ ∑∫  

.,,,
EJEJEJ

ppsp
2854429741714745

21
−=+−=Δ+Δ=Δ  

Ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ãîâîðèò î ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé. 
Ðåøåíèå ñèñòåìû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ 

åäèíè÷íûõ è ãðóçîâûõ ïåðåìåùåíèé ïîäñòàâëÿåì â ñèñòåìó êàíîíè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé (1): 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−

=−−

.,,,

;,,,

0
4297418095845243

0
7147454524347625

21

21

EJ
X

EJ
X

EJ

EJ
X

EJ
X

EJ                            (2) 

Óìíîæèì îáà óðàâíåíèÿ (2) íà EJ è ïåðåíåñåì èõ ñâîáîäíûå ÷ëåíû â ïðà-
âóþ ÷àñòü. Ïîëó÷èì: 

⎩
⎨
⎧

−=+−
=−

.,,,

;,,,

4297418095845243

7147454524347625

21

21

XX

XX
                                (3) 

Ðåøàÿ ñèñòåìó (3), îïðåäåëÿåì íåèçâåñòíûå ìîìåíòû X1, X2: 

ìêÍ90240  ì;êÍ388110 21 ⋅−=⋅= ,, XX . 

Âûïîëíèì ïðîâåðêó ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèÿ X1, X2, ïîäñòàâèâ èõ çíà÷å-
íèÿ â ñèñòåìó (3): 

⎩
⎨
⎧

−=−⋅+⋅−
=−⋅−⋅

.,),(,,,

;,),(,,,

430741902408095838811045243

715745902404524338811047625
 

Ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ, òî÷íîñòü ïîäñ÷åòîâ ïðèåìëåìà. 
Ïîñòðîåíèå ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ â çàäàííîé ñèñòåìå. 

Âû÷èñëèì îðäèíàòû îêîí÷àòåëüíîé ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ Ì ïî 
ôîðìóëå: 

pMXMXMM ++= 2211 . 

Óìíîæèì îðäèíàòû 1M , 2M  íà ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ X1, X2. Ñëîæèì 
ïîëó÷åííûå ýïþðû ñ ãðóçîâîé ýïþðîé (ðèñóíîê 7): 

Ìð ,

44

20

196

176

Ì1

55,19

X1

110,39

20,45

Ì2X2, ,
110,39

40,90

110,39

40,90
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Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ çà-
äàííîé ñèñòåìû (ðèñóíîê 8, à). 

l, EJ l/4

h
, 
k
E
J

q

F

ÂÀ

Ñ D

E

K

à) á)

L

Ì ,

20

h
/2

h
/2

h
/2

110,39

40,90

9,26

44,71

24,71

x
0

41,76
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Ïî ïîëó÷åííûì îðäèíàòàì ñòðîèì ýïþðó (ðèñóíîê 8, á). Ýêñòðåìàëüíîå 
çíà÷åíèå ìîìåíòà íà ó÷àñòêå ÀÑ îïðåäåëèì ïîçæå, ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ýïþ-
ðû ïîïåðå÷íûõ ñèë. 

Ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ýïþðû Ì. Âûðåæåì æå-
ñòêèé óçåë D–E–K (ðèñóíîê 9)  è  âûÿñíèì, íàõîäèòñÿ 
ëè îí â ðàâíîâåñèè. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ìîìåíòîâ 

02071247144 =−−=∑ ,,M . 

Óçåë íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè. 

20,0

D K

E

44,71

24,71  
Ðèñóíîê 9 

Äåôîðìàöèîííàÿ ïðîâåðêà ýïþðû Ì. Äëÿ ïðîâåðêè âûáåðåì äðó-
ãóþ îñíîâíóþ ñèñòåìó – âàðèàíò 1 (ñì. ðèñóíîê 3). Óñëîâíîå ñóììàðíîå 
ïåðåìåùåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì íåèçâåñòíûõ ñèë îò ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ 
ýòèõ ñèë è âíåøíåé íàãðóçêè äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ: 

∑∫=Δ
l

*
s*

sp dz
EJ

MM  = 0. 

Çäåñü *
sM  – ñóììàðíàÿ åäèíè÷íàÿ ýïþðà èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ äëÿ âàðè-

àíòà 1 îñíîâíîé ñèñòåìû. Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ íàãðóçèì ðàìó îäíîâðåìåííî 
äâóìÿ åäèíè÷íûìè óñèëèÿìè 11 =*X , 12 =*X  (ðèñóíîê 10) è ðàññ÷èòàåì 
çíà÷åíèÿ ìîìåíòà *

sM  â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ. 

l, EJ

h
/2

h
, 
k
E
J

À

Ñ
D

E

 1
 1

7

9
4

5

9 4

Ìs ,*

L

h
/2
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    ì41)()( =⋅== hMM D*
s

E*
s ; ì95411)( =+=⋅+⋅= lhM C*

s ; ì51)( =⋅= lM A*
s ;  

    ì7524121)( =+=⋅+⋅= // lhM L*
s  (ðàñòÿíóòû âíóòðåííèå âîëîêíà). 

Ïîäñ÷èòàåì óñëîâíîå ñóììàðíîå ïåðåìåùåíèå  

     *
spΔ ( ) +⋅+⋅−⋅⋅−⋅⋅= 9040471449714442904092

6
,,,,

EJ
l   

( ) 0
10
01300130

712442
6

2697439110590409
6 7

≈==⋅⋅−⋅⋅+⋅−⋅+ ,,,,,,
EJkEJ

h
kEJ
h . 

Ðàâåíñòâî íóëþ âåëè÷èíû  ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âåðòèêàëüíîå 
è ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèÿ ïðàâîãî îïîðíîãî ñå÷åíèÿ ðàìû ïî íàïðàâ-
ëåíèÿì ïðèëîæåííûõ åäèíè÷íûõ ñèë îòñóòñòâóþò. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò çà-
äàííîé ñõåìå êîíñòðóêöèè. Çíà÷èò, ýïþðà ìîìåíòîâ ïîñòðîåíà âåðíî. 

*
spΔ

Ïîñòðîåíèå ýïþðû ïîïåðå÷íûõ ñèë. Ýïþðà ïîïåðå÷íûõ ñèë Q ñòðî-
èòñÿ ïî ãîòîâîé ýïþðå èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ Ì.  

Íà ó÷àñòêå ÀÑ, ãäå ýïþðà Ì îãðàíè÷åíà ïàðàáîëîé, ò. å. äåéñòâóåò ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà, ïîïåðå÷íóþ ñèëó îïðåäåëÿåì ñ ïîìîùüþ 
áàëî÷íîé àíàëîãèè. Âûðåæåì ýòîò ó÷àñòîê (ðèñóíîê 11, à). Ïðèëîæèì ê 
ñå÷åíèÿì À, Ñ èçâåñòíûå ìîìåíòû è ïîêà íåèçâåñòíûå ïîïåðå÷íûå ñèëû.  
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Ìîìåíòû íàïðàâëÿåì òàê, êàê ñëåäóåò èç ýïþðû èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ 
Ì (ñì. ðèñóíîê 8, á): ýïþðà ïîñòðîåíà íà ðàñòÿíóòûõ âîëîêíàõ, çíà÷èò, â 
òî÷êå À ðàñòÿíóòû ëåâûå âîëîêíà, à â òî÷êå Ñ – ïðàâûå. Ïîïåðå÷íûå ñèëû 
ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûìè, ò. å. îíè âðàùàþò ðàññìàòðèâàåìûé ó÷àñòîê ïî 
÷àñîâîé ñòðåëêå (ñì. ðèñóíîê 11, à). 

Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: 
039110904022 =++−=∑ ,,hQqhM AÑ ; 

039110904022 =++−−=∑ ,,hQqhM CA ; 
из них 

êÍ828142915124223911090402 ,/,//),,( =+⋅=++= hqhQA ; 
êÍ18642915124223911090402 ,/,//),,( −=+⋅−=++−= hqhQÑ . 

Для проверки составим уравнение проекций всех сил на горизонтальную ось: 
. 04228281186 =⋅+−−=+−=∑ ,,qhQQZ AC

QÑ

QÀ

q

À

Ñ

h

x
0

à) á)

QÀ

q

À

Mextr

110,39 110,39

40,90

x
0

 
Ðèñóíîê 11 

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ QA, QC îòêëàäûâà-
åì íà ýïþðå Q  è ñîåäèíÿåì ïðÿìîé ëèíèåé 
(ðèñóíîê 12).  

Ïðîâåäåì ñå÷åíèå íà ðàññòîÿíèè x0 îò 
íà÷àëà ó÷àñòêà (ðèñóíîê 11, á). Ïîïåðå÷íàÿ 
ñèëà â íåì ðàâíà íóëþ, à èçãèáàþùèé ìî-
ìåíò ýêñòðåìàëåí (Mextr). Ñîñòàâèì óðàâíå-
íèå ïðîåêöèé íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü: 

00 =− qxQA ; 
îòñþäà  

ì7232282810 ,/,/ === qQx A . 
Ýêñòðåìàëüíûé èçãèáàþùèé ìîìåíò  

ì.êÍ7641272322723828139110

239110
2

2
00

⋅=⋅−⋅+−=

=−+−=

,/,,,,

/, qxxQM Aextr
 

Îòìå÷àåì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå íà ýïþðå ìîìåíòîâ (ñì. ðèñóíîê 8, á). 
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïîïåðå÷íûõ ñèë íà ó÷àñòêàõ ðàìû, ãäå ýïþðà 

Ì ïðÿìîëèíåéíà, èñïîëüçóåì äèôôåðåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü dzdMQ /= . 
Ïîïåðå÷íàÿ ñèëà, êàê ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò èçãèáàþùåãî ìîìåíòà, ðàâíà 
òàíãåíñó óãëà íàêëîíà ýïþðû ìîìåíòîâ. Ïðàâèëî çíàêîâ ñëåäóþùåå: ñèëà 
Q ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè äëÿ ñîâìåùåíèÿ îñè ñòåðæíÿ ñ ýïþðîé Ì 
îñü âðàùàþò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. 

Íà ó÷àñòêå CD ïîëó÷èì   

   
êÍ;121756185

71449040

,/,

/),,(

−=−=
=+−= lQCD

íà ó÷àñòêå EB 
  êÍ186471247124 ,/,/, === hQEB . 
Ñèëà QCD îòðèöàòåëüíà, òàê êàê äëÿ ñîâìå-
ùåíèÿ îñè ó÷àñòêà CD ñ ýïþðîé Ì íåîáõî-
äèìî ïðîèçâåñòè âðàùåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé 
ñòðåëêè; QEB ïîëîæèòåëüíà, òàê êàê îñü íå-
îáõîäèìî âðàùàòü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.  

Q ,

17,12

16
6,18

81,82

6,18x
0
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Â òî÷êå K è íà âñåé êîíñîëè êÍ16== FQK . Ïî ðàññ÷èòàííûì îðäèíà-
òàì ñòðîèì ýïþðó ïîïåðå÷íûõ ñèë (ðèñóíîê 12). 

Ïîñòðîåíèå ýïþðû ïðîäîëüíûõ ñèë. Ýïþðó ïðîäîëüíûõ ñèë N ñòðî-
èì ïî ãîòîâîé ýïþðå Q. Îòñå÷åì êîíñîëü è ðàññìîòðèì åå ðàâíîâåñèå (ðè-
ñóíîê 13, à). Î÷åâèäíî, ÷òî â òî÷êå K è íà âñåé êîíñîëè NK = 0.  

Âûðåæåì æåñòêèå óçëû ðàìû. Â ñå÷åíèÿõ ïðèëîæèì ïîïåðå÷íûå è ïðî-
äîëüíûå ñèëû (ðèñóíîê 13, á). Ïîëîæèòåëüíûå ïîïåðå÷íûå ñèëû íàïðàâèì 
òàê, ÷òîáû îíè âðà-
ùàëè óçëû ïî ÷àñî-
âîé ñòðåëêå, îòðèöà-
òåëüíûå – ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè (ñì.
ðèñóíîê 12). Âñå ïðî-
äîëüíûå ñèëû N ñ÷è-
òàåì ïîëîæèòåëüíûìè 
– ðàñòÿãèâàþùèìè. 

C

N

CD

AC

N

D K

E

N

CD

EB

N

16

K

KN

16 F 17,12

6,18 6,18

17,12
à) á)

 

Ðèñóíîê 13 

Ñîñòàâèì  óðàâíåíèÿ  ðàâíîâåñèÿ óçëîâ â âèäå ñóìì ïðîåêöèé âñåõ ñèë 
íà âåðòèêàëüíóþ è ãîðèçîíòàëüíóþ îñè. Äëÿ óçëà Ñ 

N ,
17,12

6,18

33,12

Ðèñóíîê 14 

01217 =−=∑ ACNY , ; êÍ1217,=ACN ; 

 0186 =+=∑ CDNZ , ;  êÍ186,−=CDN . 

Äëÿ óçëà DEK 
0161217 =−−−=∑ EBNY , ; 

êÍ1233,−=EBN ; 

 ∑ 0186 =−−= CDNZ , ;  êÍ186,−=CDN . 

Çíàê «ìèíóñ» óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñòåðæíè CD è EB ñæàòû. Ïî ïîëó÷åí-
íûì äàííûì ñòðîèì ýïþðó N (ðèñóíîê 14). 

Ñòàòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ðàâíîâåñèÿ ðàìû. Îòñå÷åì ðàìó îò îïîð â 
òî÷êàõ À è Â (ðèñóíîê 15) è ïðèëîæèì â íèõ âíóòðåííèå óñèëèÿ, âçÿòûå 
èç ýïþð M, Q, N. Ïðè ýòîì ñèëû Q è N ïðèêëàäûâàåì ñ èõ ðåàëüíûìè íà-
ïðàâëåíèÿìè, ò. å. ñ ó÷åòîì çíàêà. Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàìû.  

Ñóììà ïðîåêöèé âñåõ ñèë íà ãîðèçîíòàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ îñè  
0422881868281 =⋅+−=+−−=∑ qhZ ,, ;   

0123312171612331217 =+−−=+−−=∑ ,,,,FY .   

l l/4

hq

F

ÂÀ

Ñ

17,12

81,82

33,12

110,39
6,18

h

Ðèñóíîê 15 

Ïîäñ÷èòàåì ñóììó ìîìåíòîâ âñåõ ñèë 
îòíîñèòåëüíî òî÷êè Ñ. Ïðè âûáîðå òî÷êè 
ñòàðàåìñÿ, ÷òîáû â óðàâíåíèå âîøëî êàê 
ìîæíî áîëüøå ñèë è ìîìåíòîâ. 

.)/(,, 045516418648281 =+⋅−⋅−⋅−
/,,

)/(,,

/,,

24225123339110

41868281

2123339110

2

2

−⋅+⋅+=

=+−⋅−⋅−

−+⋅+=∑
llFhh

qhlMÑ

   

Ðàìà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, ñëåäîâàòåëüíî, ýïþðû ïîñòðîåíû âåðíî. 


